5. Средние значения и квантовомеханические операторы

       Итак, вероятность обнаружить частицу в том или ином месте определяется величиной 
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. Если ввести плотность вероятности координаты так, как это обычно делается в теории вероятностей: 
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при условии, конечно, что выполняется условие нормировки
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       Как известно, среднее значение функции случайной величины 

, принимающей дискретный набор значений 

, есть 


,

где 

-- вероятность того, что величина имеет значение 

.

При переходе от дискретной к непрерывной случайной величине  
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,  и сумма превращается в интеграл
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       Если микрочастица находится в произвольном квантовом состоянии, то не все физические величины («наблюдаемые»), характеризующие это состояние, могут иметь определенные (точно заданные) значения. Среднее же значение произвольной наблюдаемой существует всегда и для любого квантового состояния. Поэтому средние значения физических величин играют исключительно важную роль в квантовой механике, и   теория должна дать рецепт их нахождения. 

       Зная, что плотность вероятности координаты – это квадрат модуля волновой функции, легко найти среднее значение координаты частицы:


.

Аналогичное выражение справедливо для средней потенциальной энергии, ибо потенциальная энергия, как известно, есть функция только координат




       Как найти средние значения величин, которые не являются функциями только координат? Ясно, что среднее любой физической величины складывается из ее значений во всех точках пространства, где бывает частица. Поэтому общее, универсальное выражение для среднего должно быть интегралом. Чем чаще бывает частица в той или иной области, тем больше вклад этой области в среднее. Поэтому под интегралом должна стоять 
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 и ее комплексно сопряженная – любое среднее вещественно. Наконец, интеграл должен содержать математический объект, отражающий специфику усредняемой величины (координата, импульс, момент импульса и т. п.). Этот объект называется квантовомеханическим оператором соответствующей физической величины. Он действует в пространстве волновых функций или векторов состояния 
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       Оператор есть правило, по которому одной функции каких-либо переменных (например, 

) ставится в соответствие другая функция этих же переменных.

Примеры:                    
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Оказывается, что среднее значение физической величины F в произвольном квантовом состоянии 
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дается формулой:
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Оператор
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F

называют оператором физической величины F.
       Легко видеть, что операторы координат и потенциальной энергии есть просто операторы умножения на соответствующие функции: 
[image: image14.wmf]$

x

x

=

, 
[image: image15.wmf]$

(

)

(

)

U

r

U

r

r

r

=

. А что представляют собой операторы других физических величин, например, импульса? Попытаемся угадать, как может выглядеть оператор проекции импульса, обратившись к единственной известной нам пока волновой функции – волне де Бройля 
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и к формуле для средних. В этом состоянии импульс частицы имеет определенное значение p (точно известен), и добыть это значение в виде сомножителя можно путем дифференцирования:


,     откуда  


Если теперь найти среднее значение импульса, то оно совпадет с единственно возможным: 


.
Это значит, что наша догадка верна, и оператор проекции импульса может иметь вид:
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Полученное выражение очевидным образом обобщается на векторный случай: 
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       Наше рассуждение, конечно, ни в коей мере не является доказательством. Однако полученные выше выражения для операторов импульса и его проекции оказываются верными. Об этом говорит гигантский опыт их использования, равно как и формулы для средних, на протяжении почти целого века.    
       Установить структуру операторов других физических величин помогает боровский принцип соответствия. Одно из его проявлений состоит в том, что между операторами физических величин правомерны те же соотношения, что между самими величинами в классической механике. Этот факт позволяет легко найти вид оператора кинетической энергии  
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Вычислим в качестве примера среднюю кинетическую энергию свободной частицы, т. е. частицы в состоянии, описываемом волной де Бройля  

. 



.
Отсюда


, 
что воспроизводит известное классическое соотношение. Поскольку в дебройлевском состоянии частица имеет определенный (точно известный) импульс, определенное значение имеет и ее кинетическая энергия.   
       Аналогичным образом можно установить структуру операторов остальных физических величин, в частности,  оператора момента импульса:
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или в декартовских координатах

[image: image21.wmf]$

L

i

y

z

z

y

x

=

-

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

h

¶

¶

¶

¶

,

[image: image22.wmf]$

L

i

z

x

x

z

y

=

-

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

h

¶

¶

¶

¶

,

[image: image23.wmf]$

L

i

x

y

y

x

z

=

-

-

æ

è

ç

ö

ø

÷

h

¶

¶

¶

¶

.
Таблица основных квантовомеханических операторов
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